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Àííîòàöèÿ

�àáîòà ïîñâÿùåíà èññëåäîâàíèþ ðàçðåøèìîñòè â àíèçîòðîïíûõ ïðî-

ñòðàíñòâàõ Ñîáîëåâà íîâûõ íåëèíåéíûõ îáðàòíûõ êîý��èöèåíòíûõ çà-

äà÷ äëÿ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé òðåòüåãî ïîðÿäêà ñ êðàòíûìè

õàðàêòåðèñòèêàìè. Îñîáåííîñòüþ èçó÷àåìûõ çàäà÷ ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî èñ-

õîäíîå äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ìîæåò âûðîæäàòüñÿ â òåõ èëè

èíûõ òî÷êàõ îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ. Äëÿ èçó÷àåìûõ çàäà÷ äîêàçûâàþòñÿ

òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåãóëÿðíûõ ðåøåíèé - ðåøå-

íèé, èìåþùèõ âñå îáîáùåííûå ïî Ñîáîëåâó ïðîèçâîäíûå, âõîäÿùèå â

ñîîòâåòñòâóþùåå óðàâíåíèå.

Êëþ÷åâûå ñëîâà è �ðàçû

äè��åðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ñ êðàòíûìè õàðàêòåðèñòèêàìè, âûðîæ-

äåíèå, íåèçâåñòíûé êîý��èöèåíò, ðåãóëÿðíûå ðåøåíèÿ, ñóùåñòâîâàíèå,

åäèíñòâåííîñòü.
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t

The paper is devoted to the investigation of solvability of new nonlinear

inverse 
oe�
ient problems for third-order di�erential equations with
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hara
teristi
s in anisotropi
 Sobolev spa
es. The 
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equations may degenerate at some points of the domain. Existen
e and

uniqueness theorems for regular solutions are proved. The method is based

on redu
tion of inverse problems to auxiliary dire
t problems together with

regularization and a priori estimates.
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� 1. Ââåäåíèå è ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ

Äè��åðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ òðåòüåãî ïîðÿäêà èãðàþò âàæíóþ ðîëü

â ìàòåìàòè÷åñêîì ìîäåëèðîâàíèè ðàçëè÷íûõ �èçè÷åñêèõ è èíæåíåðíûõ

ñèñòåì. Îäíèì èç ñëîæíûõ ñëó÷àåâ ÿâëÿþòñÿ âûðîæäåííûå äè��åðåíöè-

àëüíûå óðàâíåíèÿ òðåòüåãî ïîðÿäêà ñ êðàòíûìè õàðàêòåðèñòèêàìè, êîòî-

ðûå âîçíèêàþò â ñèòóàöèÿõ, êîãäà õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå èìååò

êðàòíûå êîðíè. Òàêèå óðàâíåíèÿ ÷àñòî ïîÿâëÿþòñÿ â çàäà÷àõ, ñâÿçàííûõ

ñ óñòîé÷èâîñòüþ ñèñòåì, âèáðàöèÿìè, èñêàæåíèåì ñèãíàëîâ, è â äðóãèõ

ïðèëîæåíèÿõ, ãäå êðàòíûå êîðíè ìîãóò óêàçûâàòü íà îñîáûå �èçè÷åñêèå

èëè ìàòåìàòè÷åñêèå ÿâëåíèÿ.

Êîý��èöèåíòíàÿ îáðàòíàÿ çàäà÷à, èçó÷àåìàÿ â äàííîé ñòàòüå, ÿâëÿ-

åòñÿ íåëèíåéíîé è íàïðàâëåíà íà âîññòàíîâëåíèå êîý��èöèåíòîâ âûðîæ-

äåííîãî äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ íà îñíîâå èçâåñòíûõ âíåøíèõ äàí-

íûõ. Ýòà çàäà÷à ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé çíà÷èòåëüíûé èíòåðåñ èç-çà ñâîåé ìà-

òåìàòè÷åñêîé ñëîæíîñòè è ïðàêòè÷åñêîé çíà÷èìîñòè. Âûðîæäåííûå óðàâ-

íåíèÿ òðåòüåãî ïîðÿäêà ñ êðàòíûìè õàðàêòåðèñòèêàìè îòëè÷àþòñÿ îò îáû÷-

íûõ óðàâíåíèé áîëåå ñëîæíîé ñòðóêòóðîé ðåøåíèé, ÷òî òðåáóåò ðàçðàáîò-

êè ñïåöèàëüíûõ ìåòîäîâ äëÿ ý��åêòèâíîãî ðåøåíèÿ êàê ïðÿìîé, òàê è

îáðàòíîé çàäà÷è.

Èçó÷åíèå êîý��èöèåíòíîé îáðàòíîé çàäà÷è âêëþ÷àåò â ñåáÿ ðåøåíèå

ðÿäà ñâÿçàííûõ ïðîáëåì, òàêèõ êàê îïðåäåëåíèå óñëîâèé ñóùåñòâîâàíèÿ

è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ. Â óñëîâèÿõ êðàòíûõ õàðàêòåðèñòèê è âûðîæ-

äåíèÿ, ýòè çàäà÷è ñòàíîâÿòñÿ îñîáåííî òðóäíûìè, ïîñêîëüêó ñòàíäàðòíûå

ìåòîäû ðåøåíèÿ ìîãóò íå ïðèìåíÿòüñÿ èëè òðåáîâàòü çíà÷èòåëüíîé ìî-

äè�èêàöèè.

Áëèçêèå ïî ïîñòàíîâêå îáðàòíûå çàäà÷è äëÿ âûðîæäàþùèõñÿ äè�-

�åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé òðåòüåãî ïîðÿäêà, íî â ëèíåéíîé ïîñòàíîâêå

(ò.å. îáðàòíûå çàäà÷è ñ íåèçâåñòíûì âíåøíèì âîçäåéñòâèåì) èçó÷àëèñü â

ðàáîòå [1℄, è òàì æå áûëà ïðåäñòàâëåíà áèáëèîãðà�èÿ ðàáîò, ïîñâÿùåí-

íûõ îáðàòíûì çàäà÷àì â öåëîì è îáðàòíûì çàäà÷àì äëÿ âûðîæäàþùèõñÿ

íåêëàññè÷åñêèõ óðàâíåíèé â ÷àñòíîñòè. Ïðåäñòàâëåííûå íèæå çàäà÷è, êàê

óæå ãîâîðèëîñü, ÿâëÿþòñÿ íåëèíåéíûìè, è ðàíåå êàêèõ-ëèáî ðåçóëüòàòîâ

î ñóùåñòâîâàíèé ðåøåíèé ýòèõ çàäà÷ ïîëó÷åíî íå áûëî.

Âñå ïîñòðîÿíèÿ è ðàññóæäåíèÿ â ðàáîòå áóäóò îñíîâàíû íà ñâîéñòâàõ

�óíêöèé èç ïðîñòðàíñòâ Ëåáåãà Lp è ÑîáîëåâàW
l
p. Íåîáõîäèìûå îïðåäåëå-

íèÿ è ñâîéñòâà �óíêöèè èç ýòèõ ïðîñòðàíñòâ ìîæíî íàéòè â ìîíîãðà�èÿõ

[2℄-[4℄.

Öåëüþ ïðåäëàãàåìîé ÷èòàòåëþ ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ äîêàçàòåëüñòâî ñóùå-

ñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåãóëÿðíûõ ðåøåíèé èçó÷àåìûõ îáðàòíûõ çà-
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äà÷ - òî åñòü ðåøåíèé, èìåþùèõ âñå îáîáùåííûå ïî Ñ.Ë.Ñîáîëåâó ïðîèç-

âîäíûå, âõîäÿùèå â ñîîòâåòñòâóþùåå äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå.

Â îáðàòíûõ çàäà÷àõ, êàê ïðàâèëî, ïîìèìî êðàåâîé èí�îðìàöèè, õà-

ðàêòåðíîé äëÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, äîëæíà

çàäàâàòüñÿ íåêîòîðàÿ äîïîëíèòåëüíàÿ èí�îðìàöèÿ - èìåííî, äîëæíû çà-

äàâàòüñÿ óñëîâèÿ ïåðåîïðåäåëåíèÿ. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå â êà÷åñòâå óñëîâèé

ïåðåîïðåäåëåíèÿ èñïîëüçóþòñÿ ëèáî óñëîâèÿ èíòåãðàëüíîãî ïåðåîïðåäåëå-

íèÿ, ëèáî æå óñëîâèÿ òî÷å÷íîãî ïåðåîïðåäåëåíèÿ.

Èçó÷àåìûå çàäà÷è èìåþò ìîäåëüíûé âèä. Î ïåðåíîñå ïîëó÷åííûõ íèæå

ðåçóëüòàòîâ íà äðóãèå çàäà÷è, à òàêæå î âîçìîæíûõ îáîáùåíèÿõ áóäåò

ñêàçàíî â êîíöå ðàáîòû.

� 2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷.

Ïóñòü Ω åñòü èíòåðâàë (0, 1) îñèOx,Q åñòü ïðÿìîóãîëüíèê Ω×(0, T ), 0 <

T < +∞. Äàëåå ïóñòü ϕ(t), f(x, t), N(x), µ(t) åñòü çàäàííûå �óíêöèè, îïðå-
äåëåííûå ïðè x ∈ [0, 1], t ∈ [0, T ], x0 åñòü çàäàííàÿ òî÷êà èç èíòåðâàëà

(0, 1).
Îáðàòíàÿ çàäà÷à 1:íàéòè �óíêöèè u(x, t) è q(t) ñâÿçàííûå â ïðÿìî-

óãîëüíèêå Q óðàâíåíèåì

ut − ϕ(t)uxxx + q(t)u = f(x, t), (1)

ïðè âûïîëíåíèè äëÿ �óíêöèè u(x, t) óñëîâèé

u(x, 0) = u0(x), x ∈ Ω, (2)

u(0, t) = ux(0, t) = 0, t ∈ (0, T ), (3)

u(1, t) = 0, t ∈ (0, T ), (4)

à òàêæå óñëîâèÿ ïåðåîïðåäåëåíèÿ

∫

Ω

N(x)u(x, t)dx = µ(t), t ∈ (0, T ). (5)

Îáðàòíàÿ çàäà÷à 2: íàéòè �óíêöèè u(x, t) è q(t), ñâÿçàííûå â ïðÿìî-
óãîëüíèêå Q óðàâíåíèåì (1), ïðè âûïîëíåíèè äëÿ �óíêöèè u(x, t) óñëîâèé
(2)-(4) è óñëîâèÿ:

u(x0, t) = µ(t), t ∈ (0, T ), 0 < x0 < 1. (6)

Îáðàòíàÿ çàäà÷à 3: íàéòè �óíêöèè u(x, t) è q(t), ñâÿçàííûå â ïðÿìî-
óãîëüíèêå Q óðàâíåíèåì (1), ïðè âûïîëíåíèè äëÿ �óíêöèè u(x, t) óñëîâèé
(2)-(3),(5) è óñëîâèÿ:
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uxx(1, t) = 0, t ∈ (0, T ). (7)

Îáðàòíàÿ çàäà÷à 4: íàéòè �óíêöèè u(x, t) è q(t), ñâÿçàííûå â ïðÿìî-
óãîëüíèêå Q óðàâíåíèåì (1), ïðè âûïîëíåíèè äëÿ �óíêöèè u(x, t) óñëîâèé
(2)-(3), (6) è (7).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç V ìíîæåñòâî �óíêöèé v(x, t) , q(t) òàêèõ, ÷òî v(x, t) ∈
W

3,1
2 (Q), q(t) ∈ L∞([0, T ]).

Óòî÷íèì, ÷òî öåëüþ ðàáîòû áóäåò äîêàçàòåëüñòâî ñóùåñòâîâàíèÿ è

åäèíñòâåííîñòè â ìíîæåñòâå V ðåøåíèé îáðàòíûõ çàäà÷ 1�4.

� 3. �àçðåøèìîñòü îáðàòíûõ çàäà÷ 1 è 3.

Äîêàçàòåëüñòâî ðàçðåøèìîñòè îáðàòíûõ çàäà÷ 1 è 3 áóäåò ïðîâåäå-

íî ñ ïîìîùüþ ïåðåõîäà îò îáðàòíîé çàäà÷è ê âñïîìîãàòåëüíîé, íî óæå

ïðÿìîé, çàäà÷å äëÿ âûðîæäàþùåãîñÿ èíòåãðî - äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâ-

íåíèÿ òðåòüåãî ïîðÿäêà, äîêàçàòåëüñòâå åå ðàçðåøèìîñòè â ïðîñòðàíñòâå

W
3,1
2 (Q), è äàëåå - â ïîñòðîåíèè ïî ðåøåíèþ âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è ðå-

øåíèÿ èñõîäíîé îáðàòíîé çàäà÷è.

Ïîêàæåì ïðåæäå âñåãî, êàê îïðåäåëÿþòñÿ íåîáõîäèìûå âñïîìîãàòåëü-

íûå çàäà÷è. Îïðåäåëèì �óíêöèþ f0(t) :

f0(t) =

∫

Ω

N(x)f(x, t)dx,

ïîëîæèì

ϕ0 = max
[0,T ]

ϕ(t),

M0 = vraimin
[0,T ]

[f0(t)− µ′(t)],

M1 = T (

∫

Q

f 2dxdt)
1

2 + [T 2

∫

Q

f 2dxdt+ T

∫

Ω

u2
0(x)dx]

1

2 ,

M2 = T (

∫

Q

f 2dxdt)
1

2 + [T 2

∫

Q

f 2
xxxdxdt + T

∫

Ω

u′′′2
0 (x)dx]

1

2 ,

M3 = M2||fxxx||L2(Q).

Äàëåå, ïî çàäàííîé �óíêöèè v(x, t) îïðåäåëèì �óíêöèþ A(t; v) :

A(t; v) =

∫

Ω

ϕ(t)N(x)vxxx(x, t)dx.
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�àññìîòðèì âñïîìîãàòåëüíóþ çàäà÷ó: íàéòè �óíêöèþ u(x, t) ÿâëÿþ-
ùóþñÿ â ïðÿìîóãîëüíèêå Q ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ

ut − ϕ(t)uxxx +
1

µ(t)
[f0(t)− µ′(t) + A(t; u)]u = f(x, t) (8)

è òàêóþ, ÷òî äëÿ íåå âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ (2)-(4).

Òåîðåìà 1.Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ

ϕ(t) ∈ C([0, T ]), ϕ(0) ≥ 0, ϕ(T ) ≥ 0, ϕ(t) > 0 ïðè t ∈ (0, T ); (9)

µ(t) ∈ C1([0, T ]), µ(t) > µ0 > 0 ïðè t ∈ (0, T ); (10)

M0 > 0, ϕ0||N ||L2(Ω)M
1/2
3 ≤ M0; (11)

u0(x) ∈ W 6
2 (Ω), u0(0) = u′

0(0) = u0(1) = 0,

u′′′

0 (0) = u′′′

0 (1) = u′′′′

0 (1) = 0.
(12)

Òîãäà äëÿ ëþáîé �óíêöèè f(x, t) òàêîé, ÷òî

∂kf(x,t)
∂xk ∈ L2(Q), k = 0, 3,

f(0, t) = f(1, t) = fx(0, t) = 0 ïðè t ∈ ([0, T ]), âñïîìîãàòåëüíàÿ çàäà÷à (8),

(2)-(4) èìååò ðåøåíèå u(x, t) ∈ W
3,1
2 (Q).

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà äàííîé òåîðåìû âîñïîëüçóåìñÿ ìåòîäîì ñðåçîê è

ìåòîäîì ðåãóëÿðèçàöèè.

Ïóñòü M åñòü ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî, çíà÷åíèå êîòîðîãî ìû óòî÷íèì

ïîçæå. Îïðåäåëèì ñðåçûâàþùóþ �óíêöèþ GM(ξ) :

GM(ξ) =











ξ, åñëè |ξ| ≤ M,

M, åñëè ξ > M,

−M, åñëè ξ < −M.

Äàëåå ïóñòü ε åñòü ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî. �àññìîòðèì êðàåâóþ çàäà-

÷ó: íàéòè �óíêöèþ, u(x, t) ÿâëÿþùóþñÿ â ïðÿìîóãîëüíèêå Q ðåøåíèåì

óðàâíåíèÿ

ut − ϕ(t)uxxx +
1

µ(t)
[f0(t)− µ′(t) +GM0

(A(t; u))]u− εuxxxxxx = f(x, t) (13)

òàêóþ, ÷òî äëÿ íåå âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ (2)-(4), à òàêæå óñëîâèå

uxxx(0, t) = uxxx(1, t) = uxxxx(1, t) = 0, t ∈ (0, T ). (14)

Â êðàåâîé çàäà÷å (13),(2)-(4), (14) óðàâíåíèå (13) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé

íåëèíåéíîå ïàðàáîëè÷åñêîå óðàâíåíèå ñ ëèïùèö-îãðàíè÷åííîé íåëèíåé-

íîñòüþ. Èñïîëüçóÿ òåîðåìó Øàóäåðà [5℄ è ñòàíäàðòíûå ýíåðãåòè÷åñêèå
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Àøóðîâà �. �., Êîæàíîâ À.È. 11

îöåíêè äëÿ ïàðàáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé [6℄-[7℄, íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî ýòà

çàäà÷à èìååò ðåøåíèå u(x, t), ïðèíàäëåæàùåå ïðîñòðàíñòâó W
6,1
2 (Q).

Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ ñåìåéñòâà {uε(x, t)}ε>0 ðåøåíèé êðàåâîé çàäà÷è (13),(2)-

(4), (14) èìåþò ìåñòî ðàâíîìåðíûå ïî ε àïðèîðíûå îöåíêè, êîòîðûå ïîç-

âîëÿò îðãàíèçîâàòü ïðîöåäóðó ïðåäåëüíîãî ïåðåõîäà.

Ïðè ïîëó÷åíèè îöåíîê èíäåêñ "ε"îïóñòèì.

�àññìîòðèì ðàâåíñòâî

∫ t

0

∫

Ω

(

uτ − ϕ(τ)uxxx +
1

µ(τ)

[

f0(τ)− µ′(τ) +GM0
(A(τ ; u))

]

u−

−εuxxxxxx

)

u dxdτ =

∫ t

0

∫

Ω

fu dxdτ.

(15)

Èíòåãðèðóÿ ïî ÷àñòÿì, èñïîëüçóÿ êðàåâûå óñëîâèÿ (2)-(4), (14), ó÷èòûâàÿ

íåîòðèöàòåëüíîñòü �óíêöèé ϕ(τ) è f0(τ) − µ′(τ) + GM0
(A(τ ; u)), à òàêæå

ïðèìåíÿÿ íåðàâåíñòâî �åëüäåðà, íåòðóäíî ïîëó÷èòü, ÷òî ñëåäñòâèåì (15)

áóäåò íåðàâåíñòâî:

∫

Ω

u2(x, t)dx ≤

∫

Ω

u2
0(x)dx+ 2(

∫

Q

f 2dxdt)
1

2 (

∫

Q

u2dxdt)
1

2 .

Èíòåãðèðóÿ ýòî íåðàâåíñòâî ïî ïåðåìåííîé t â ïðåäåëàõ îò 0 äî T ,

ïîëó÷èì åùå îäíî íåðàâåíñòâî:

∫

Q

u2(x, t)dxdt ≤ T

∫

Ω

u2
0(x)dx+ 2T (

∫

Q

f 2dxdt)
1

2 (

∫

Q

u2dxdt)
1

2 .

Èç ýòîãî íåðàâåíñòâà ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ðåøåíèé u(x, t) êðàåâîé çàäà÷è

(13),(2)-(4), (14) âûïîëíÿåòñÿ àïðèîðíàÿ îöåíêà

∫

Q

u2dxdt ≤ M2
1 . (16)

Íà ñëåäóþùåì øàãå ðàññìîòðèì ðàâåíñòâî

−

∫ t

0

∫

Ω

(

uτ − ϕ(τ)uxxx +
1

µ(τ)

[

f0(τ)− µ′(τ) +GM0
(A(τ ; u))

]

uxxxxxx

− εuxxxxxx

)

uxxxxxx dxdτ = −

∫ t

0

∫

Ω

fuxxxxxx dxdτ.

(17)

Âíîâü èñïîëüçóÿ �îðìóëó èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì,èñïîëüçóÿ êðà-

åâûå óñëîâèÿ (2)-(4), (14), ó÷èòûâàÿ íåîòðèöàòåëüíîñòü �óíêöèé ϕ(τ) è
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12 Êîý��èöèåíòíûå îáðàòíûå çàäà÷è

f0(τ)−µ′(τ)+GM0
(A(τ ; u)), äàëåå âíîâü èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâî �åëüäåðà è

èíòåãðèðóÿ ïî ïåðåìåííîé t, ïîëó÷èì ïîñëå àíàëèçà êâàäðàòíîãî íåðàâåí-

ñòâà, ÷òî äëÿ ðåøåíèé u(x, t) êðàåâîé çàäà÷è (13),(2)-(4), (14) âûïîëíÿåòñÿ
àïðèîðíàÿ îöåíêà

∫

Q

u2
xxxdxdt ≤ M2. (18)

Âíîâü ðàññìîòðèì ðàâåíñòâî (17). Îöåíêà (18) îçíà÷àåò, ÷òî èìååò ìå-

ñòî òðåòüÿ àïðèîðíàÿ îöåíêà:

∫

Ω

u2
xxxdxdt+ ε

∫ t

0

∫

Ω

u2
xxxxxxdxdτ ≤ M3. (19)

Èç (19) âñëåäñòâèå óñëîâèé (3) è (4) âûòåêàåò åùå îäíà îöåíêà:

vraimax
Q

|u(x, t)| ≤ M4. (20)

Ïîñòîÿííàÿ M4 â ýòîé îöåíêå îïðåäåëÿåòñÿ ëèøü �óíêöèÿìè f(x, t) è

u0(x), à òàêæå ÷èñëîì T .

Íàêîíåö, ïîñëåäíÿÿ îöåíêà

∫

Q

u2
tdxdt ≤ M5 (21)

î÷åâèäíûì îáðàçîì âûòåêàåò èç îöåíîê (18)- (20); ïîñòîÿííàÿ M6 â ýòîé

îöåíêå âíîâü îïðåäåëÿåòñÿ �óíêèÿìè f(x, t) è u0(x), à òàêæå ÷èñëîì T .

Ïîëó÷åííûõ îöåíîê óæå âïîëíå äîñòàòî÷íî äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ðàçðå-

øèìîñòè êðàåâîé çàäà÷è (8),(2)-(4).

Ïðåæäå âñåãî çàìåòèì, ÷òî äëÿ ðåøåíèé uε(x, t) êðàåâîé çàäà÷è (13),(2)-
(4),(14) ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé òåîðåìû èìåþò ìåñòî íåðàâåíñòâà

|A(t; uε)| ≤ ϕ0||N ||L2(Ω)M
1

2

3 ≤ M0.

Ýòè íåðàâåíñòâà îçíà÷àþò, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

GM0
(A(t; uε)) = A(t; uε). (22)

Äàëåå, èç îöåíîê (18),(19) è (21), à òàêæå èç ñâîéòñâà ðå�ëåêñèâíîñòè

ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà [5℄ ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò �óíêöèÿ u(x, t) ïðè-
íàäëåæàùàÿ ïðîñòðàíñòâó W

3,1
2 (Q). Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {εm}

∞

m=1 ïîëîæè-

òåëüíûõ ÷èñåë è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {uεm(x, t)} ðåøåíèé êðàåâîé çàäà÷è

(13),(2)-(4),(14) ñ ε = εm, òàêèå, ÷òî ïðè m → ∞ èìåþò ìåñòî ñõîäèìîñòè

εm → ∞,
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Àøóðîâà �. �., Êîæàíîâ À.È. 13

uεm(x, t) → u(x, t) ñëàáî â W
3,1
2 (Q) ñèëüíî â L2(Q), (23)

εmu
εm
xxxxxx(x, t) → 0 ñëàáî â L2(Q).

Èç ýòèõ ñõîäèìîñòåé, à òàêæå èç ðàâåíñòâà (22) ñëåäóåò, ÷òî �óíêöèÿ

u(x, t) è áóäåò èñêîìûì ðåøåíèåì êðàåâîé çàäà÷è (8),(2)-(4).

Òåîðåìà äîêàçàíà.

Çàìå÷àíèå. Äîïîëíèòåëüíî êî âêëþ÷åíèþ u(x, t) ∈ W
3,1
2 (Q) äëÿ ðå-

øåíèÿ êðàåâîé çàäà÷è (8),(2)-(4) áóäåò âûïîëíÿòüñÿ âêëþ÷åíèå u(x, t) ∈
L∞(0, T ;W 3

2 (Ω)).
Òåîðåìà 2.Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ (9)-(12), à òàêæå óñëîâèå

µ(0) =

∫

Ω

N(x)u0(x)dx. (24)

Òîãäà îáðàòíàÿ çàäà÷à 1 èìååò ðåøåíèå {u(x, t), q(t)}, ïðèíàäëåæàùåå ìíî-
æåñòâó V .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü u(x, t) åñòü ðåøåíèå êðàåâîé çàäà÷è (8),(2)-(4).
Ïîëîæèì

q(t) =
1

µ(t)
[f0(t)− µ′(t) + A(t; u)].

Î÷åâèäíî, ÷òî �óíêöèè u(x, t) è q(t) áóäóò ñâÿçàíû â ïðÿìîóãîëüíèêå Q

óðàâíåíèåì (1), è ÷òî �óíêöèè u(x, t) è q(t) îáðàçóþò ïàðó, ïðèíàäëåæà-
ùóþ ìíîæåñòâó V .

Óìíîæèì óðàâíåíèå (1) ñ ïîñòðîåííîé �óíêöèåé q(t) íà �óíêöèþ N(x)
è ïðîèíòåãðèðóåì ïî ïðÿìîóãîëüíèêó Q. Ïîñëå íåñëîæíûõ ïðåîáðàçîâà-

íèé ïîëó÷èì ðàâåíñòâî

ω′(t) + q(t)ω(t) = 0, (25)

â êîòîðîì ω(t) åñòü �óíêöèÿ

ω(t) =

∫

Ω

N(x)u(x, t)dx− µ(t).

Ïîñêîëüêó �óíêöèÿ q(t) îãðàíè÷åíà è íåîòðèöàòåëüíà, òî âñëåäñòâèå óñëî-
âèÿ (24) èç (25) ñëåäóåò ω(t) ≡ 0 â Q. À ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ ðåøåíèÿ

u(x, t) êðàåâîé çàäà÷è (8),(2)-(4) âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (5), è äàëåå - ÷òî

ïàðà {u(x, t), q(t)} äàåò èñêîìîå ðåøåíèå îáðàòíîé çàäà÷è 1.

Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ïåðåéäåì ê èññëåäîâàíèþ ðàçðåøèìîñòè îáðàòíîé çàäà÷è 3.

Òåîðåìà 3.Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ (9)-(11), à òàêæå óñëîâèÿ

u0(x) ∈ W 6
2 (Ω), u0(0) = u′

0(0) = u′′′

0 (0) = 0,

u′′

0(1) = u′′′′

0 (1) = u′′′′′

0 (1) = 0.
(26)
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14 Êîý��èöèåíòíûå îáðàòíûå çàäà÷è

∂kf(x, t)

∂xk
∈ L2(Q), k = 0, 3,

f(0, t) = fx(0, t) = fxx(1, t) = 0, t ∈ [0, T ].
(27)

Òîãäà êðàåâàÿ çàäà÷à äëÿ óðàâíåíèÿ (8) ñ óñëîâèÿìè (2),(3),(7) èìååò ðå-

øåíèå u(x, t) ïðèíàäëåæàùåå ïðîñòðàíñòâó W
3,1
2 (Q).

Òåîðåìà 4.Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ (9)-(11), (24), (26) è (27). Òî-

ãäà îáðàòíàÿ çàäà÷à 3 èìååò ðåøåíèå {u(x, t), q(t)}, ïðèíàäëåæàùåå ìíî-
æåñòâó V .

Äîêàçàòåëüñòâà òåîðåì 3 è 4 ïðîâîäÿòñÿ âïîëíå àíàëîãè÷íî äîêàçà-

òåëüñòâàì òåîðåì 1 è 2, è îòëè÷àþòñÿ ëèøü òåì, ÷òî äîïîëíèòåëüíûìè

ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè äëÿ óðàâíåíèÿ (13) áóäóò óñëîâèÿ

uxxx(0, t) = uxxxx(1, t) = uxxxxx(1, t) = 0, t ∈ (0, T ).

Óñëîâèÿ æå äëÿ �óíêöèé f(x, t) è u0(x) îïðåäåëÿþòñÿ èìåííî ýòèìè ãðà-

íè÷íûìè óñëîâèÿìè.

� 4. �àçðåøèìîñòü îáðàòíûõ çàäà÷ 2 è 4.

�àçðåøèìîñòü îáðàòíûõ çàäà÷ 2 è 4, êàê è ðàçðåøèìîñòü îáðàòíûõ

çàäà÷ 1 è 3, áóäåò óñòàíîâëåíà ñ ïîìîùüþ ïåðåõîäà ê âñïîìîãàòåëüíîé

ïðÿìîé çàäà÷å äëÿ íåëèíåéíîãî íàãðóæåííîãî [8℄-[9℄ óðàâíåíèÿ. Íî åñ-

ëè âñïîìîãàòåëüíîå óðàâíåíèå (13) äëÿ îáðàòíûõ çàäà÷ 1 è 3 ÿâëÿåòñÿ

½èíòåãðàëüíî-íàãðóæåííûì“, òî äëÿ îáðàòíûõ çàäà÷ 2 è 4 âñïîìîãàòåëü-

íîå óðàâíåíèå áóäåò ½òî÷å÷íî-íàãðóæåííûì“.
Ïî çàäàííîé �óíêöèè v(x, t) îïðåäåëèì �óíêöèþ B(t; v) :

B(t; v) = ϕ(t)v(x0, t),

ïîëîæèì

f1(t) = f(x0, t)− µ′(t).

Îïðåäåëèì íåîáõîäèìûå íèæå ÷èñëà R0 −R5 :

R0 = vrai min
t∈[0,T ]

f1(t), R1 = 2T
(

∫

Q

f 2
xxxxxx dx dt

)1/2

,

R2 = T
(

∫

Ω

u2
0xxxxxx dx

)1/2

, R3 =
1

2

(

R1 +
√

R2
1 + 4R2

)

,

R4 =
(

∫

Ω

u2
0xxxxxx dx

)

+ 2R3

(

∫

Q

f 2
xxxxxx dx dt

)1/2

,
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R5 =
2

3π
R

1

2

4 min
(

x
1

2

0 , (1− x0)
1

2

)

.

Âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷åé äëÿ îáðàòíîé çàäà÷è 2 áóäåò ñëåäóþùàÿ çà-

äà÷à: íàéòè �óíêöèþ v(x, t), ÿâëÿþùóþñÿ â ïðÿìîóãîëüíèêå Q ðåøåíèåì

óðàâíåíèÿ

vt − ϕ(t)vxxx +
1

µ(t)
[f1(t) +B(t; v)]vxxx = fxxx(x, t) (28)

è òàêóþ, ÷òî äëÿ íåå âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ

v(x, 0) = u0xxx(x), x ∈ Ω, (29)

à òàêæå óñëîâèÿ (3) è (4).

Òåîðåìà 5. Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ

ϕ(t) ∈ C([0, T ]), ϕ(0) ≥ 0, ϕ(T ) ≥ 0, ϕ(t) > 0 ïðè t ∈ (0, T );

µ(t) ∈ C1([0, T ]), µ(t) ≥ µ0 > 0 ïðè t ∈ [0, T ];

R0 > 0, ϕ0R5 ≤ R0.

Òîãäà äëÿ ëþáîé �óíêöèè f(x, t) òàêîé, ÷òî f(x, t) ∈ L2(0, T ;W
6
2 (Ω)),

fxxx(0, t) = fxxxx(0, t) = fxxx(1, t) = 0 ïðè t ∈ ([0, T ]), è ëþáîé �óíê-

öèè u0(x) èç ïðîñòðàíñòâà W 6
2 (Ω) òàêîé, ÷òî u′′′

0 (0) = u′′′′

0 (0) = u′′′

0 (1) =

u
(6)
0 (0) = u

(7)
0 (0) = u

(6)
0 (1) = 0, âñïîìîãàòåëüíàÿ çàäà÷à (28),(29) (3)-(4)

èìååò ðåøåíèå v(x, t) òàêîå, ÷òî v(x, t) ∈ W
3,1
2 (Q).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ε åñòü ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî. �àññìîòðèì êðà-

åâóþ çàäà÷ó: íàéòè �óíêöèþ v(x, t), ÿâëÿþùóþñÿ â ïðÿìîóãîëüíèêå Q

ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ

vt − ϕ(t)vxxx − εvxxxxxx +
1

µ(t)
[f1(t) +GR0

(B(t; v))]vxxx = fxxx(x, t) (30)

è òàêóþ, ÷òî äëÿ íåå âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ (29),(3),(4),(30), à òàêæå óñëî-

âèå

vxxx(0, t) = vxxx(1, t) = vxxxx(1, t) = 0, t ∈ (0, T ). (31)

Äàííàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à âíîâü ÿâëÿåòñÿ íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷åé äëÿ ïà-

ðàáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ñ ëèïùèö - íåïðåðûâíîé îãðàíè÷åííîé íåëèíåé-

íîñòüþ, ðàçðåøèìîñòü åå ïðè �èêñèðîâàííîì ε â ïðîñòðàíñòâå W
6,1
2 (Q)
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16 Êîý��èöèåíòíûå îáðàòíûå çàäà÷è

âûòåêàåò èç îáùåé òåîðèè êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ ïàðàáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé

[6℄-[7℄.

Äàëåå, äëÿ ðåøåíèé v(x, t) êðàåâîé çàäà÷è (29),(3),(4),(30),(31) èìåþò

ìåñòî íåðàâåíñòâà

∫

Ω

v2xxx(x, t) dx+ ε

∫ t

0

∫

Ω

u2
xxxxxx dxdτ

≤

∫

Ω

[

u
(6)
0

]2
dx+ 2

(

∫

Q

f 2
xxxxxx dxdt

)
1

2

(

∫

Q

v2xxx dxdt
)

1

2

.

(32)

Âûâîäÿòñÿ ýòè íåðàâåíñòâà ñ ïîìîùüþ ðàâåíñòâ âèäà (17).

Äàëåå, èíòåãðèðóÿ (32) ïî t â ïðåäåëàõ îò 0 äî T , çàòåì ðåøàÿ êâàä-

ðàòíîå íåðàâåíñòâî, íåòðóäíî ïîëó÷èòü îöåíêó

(

∫

Q

v2xxxdxdt
)

1

2

≤ R3.

Èç ýòîé îöåíêè è âíîâü èç íåðàâåíñòâà (32) âûòåêàåò âòîðàÿ àïðèîðíàÿ

îöåíêà

∫

Ω

v2xxx(x, t)dx ≤ R4.

Èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

∫

Ω

v2x(x, t)dx = −
2

3

∫

Ω

(1− x)v(x, t)vxxx(x, t)dx.

Îòñþäà

∫

Ω

v2x(x, t)dx ≤
2R

1/2
4

3

(

∫

Ω

v2(x, t)dx
)

1

2

.

Èñïîëüçóÿ äàëåå íåðàâåíñòâî

(

∫

Ω

v2(x, t)dx
)

1

2

≤
1

π

(

∫

Ω

v2x(x, t)dx
)

1

2

,

ïîëó÷èì, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ îöåíêa

∫

Ω

v2x(x, t)dx ≤
4R4

9π2
. (33)

Äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû íóæíî îöåíèòü âåëè÷èíó |v(x0, t)|.
Èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà

v(x0, t) =

∫ x0

0

vy(y, t)dy, v(x0, t) = −

∫ 1

x0

vy(y, t)dy.
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Èç ýòèõ ðàâåíñòâ è èç íåðàâåíñòâà (34) ñëåäóåò îöåíêà

|v(x0, t)| ≤
2R

1/2
4

3π
min

(

x
1

2

0 , (1− x0)
1

2

)

= R5. (34)

Âñå íåîáõîäèìûå îöåíêè ïîëó÷åíû.

Ïðåæäå âñåãî çàìåòèì, ÷òî èç îöåíêè (35) è ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà èç

óñëîâèé òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî â óðàâíåíèè (31) âûïîëíÿåòñÿ GR0
(B(t; v)) =

B(t; v). Äàëåå, èç ïîëó÷åííûõ îöåíîê ñòàíäàðòíûì îáðàçîì âûòåêàåò ñó-

ùåñòâîâàíèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {vm(x, t)}
∞

m=1 ðåøåíèé êðàåâîé çàäà÷è

(31),(3),(4),(32) ñ ε = εm òàêîé, ÷òî ïðåäåëüíàÿ �óíêöèÿ v(x, t) áóäåò èñ-
êîìûì ðåøåíèåì êðàåâîé çàäà÷è (29),(30),(3),(4). Ýòî çàâåðøàåò äîêàçà-

òåëüñòâî òåîðåìû.

Òåîðåìà 6.Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ âñå óñëîâèÿ òåîðåìû 5, è óñëîâèÿ

u0(x0) = µ(0);

f(0, t) = fx(0, t) = f(1, t) = 0 ïðè t ∈ [0, T ], u0(0) = u′

0(0) = u0(1) = 0.

Òîãäà îáðàòíàÿ çàäà÷à 2 èìååò ðåøåíèå {u(x, t), q(t)} ∈ V ,{uxxx(x, t), q(t)} ∈
V .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ðåøåíèþ v(x, t) êðàåâîé çàäà÷è (29),(30),(3),(4)

îïðåäåëèì �óíêöèþ u(x, t) ñ ïîìîùüþ ðàâåíñòâ

uxxx(x, t) = v(x, t), (x, t) ∈ Q,

u(0, t) = ux(0, t) = u(1, t) = 0, t ∈ (0, T ).

Îïðåäåëèì �óíêöèþ q(t):

q(t) =
1

µ(t)
[f(x0, t)− µ′(t) + ϕ(t)uxxx(x0, t)].

Òîãäà äëÿ �óíêöèè u(x, t) âûïîëíÿåòñÿ óðàâíåíèå

ut − ϕ(t)uxxx + q(t)u = f(x, t).

Äðóãèìè ñëîâàìè, �óíêöèè u(x, t) è q(t) ñâÿçàíû â ïðÿìîóãîëüíèêå Q

óðàâíåíèåì (1). Äëÿ �óíêöèè ω(t) = u(x0, t)− µ(t) èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

ωt + q(t)ω = 0, t ∈ (0, T ).

Èç ýòîãî ðàâåíñòâà è óñëîâèÿ u(x0, t) = µ(0) ñëåäóåò, ÷òî ω(t) ÿâëÿåòñÿ
òîæäåñòâåííî íóëåâîé íà îòðåçêå [0, T ] �óíêöèÿ. À ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ

�óíêöèè u(x, t) âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå ïåðåîïðåäåëåíèÿ (6).
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18 Êîý��èöèåíòíûå îáðàòíûå çàäà÷è

Ïðèíàäëåæíîñòü ïàð {u(x, t), q(t)} è {uxxx(x, t), q(t)} ìíîæåñòâó V î÷å-

âèäíà.

Ñëåäîâàòåëüíî, �óíêöèè u(x, t) è q(t) è áóäóò èñêîìûì ðåøåíèåì îá-

ðàòíîé çàäà÷è 2.

Òåîðåìà äîêàçàíà.

Äëÿ îáðàòíîé çàäà÷è 4 èìååò ìåñòî òåîðåìà ðàçðåøèìîñòè, âïîëíå àíà-

ëîãè÷íàÿ òåîðåìå 6; ââèäó î÷åâèäíîñòè è ïîâòîðåíèÿ �îðìóëèðîâîê ïðè-

âîäèòü åå íå áóäåì. Óòî÷íèì ëèøü, ÷òî âñïîìàãàòåëüíîé ðåãóëÿðèçîâàí-

íîé çàäà÷åé äëÿ îáðàòíîé çàäà÷è 4 áóäåò çàäà÷à íàõîæäåíèÿ ðåøåíèèÿ

óðàâíåíèÿ (30), óäîâëåòâîðÿùåãî óñëîâèÿì

v(0, t) = vx(0, t) = vxxx(0, t) = 0,

vxx(1, t) = vxxxx(1, t) = vxxxxx(1, t) = 0, 0 < t < T.

è ÷òî äëÿ �óíêöèè f(x, t) è u0(x) äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ óñëîâèÿ

f(0, t) = fx(0, t) = fxxx(0, t) = fxxxx(0, t) = 0,

fxx(1, t) = fxxxxx(1, t) = 0, 0 < t < T.

u0(0) = u′

0(0) = u′′

0(1) = u′′′

0 (0) = u′′

0(1) = u
(4)
0 (1) = u

(5)
0 (1) = 0.

Òåõíèêà äîêàçàòåëüñòâà ðàçðåøèìîñòè îáðàòíîé çàäà÷è 4 âïîëíå ñîîòâåò-

ñòâóåò òåõíèêå äîêàçàòåëüñòâà ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è 2.

� 5. Çàêëþ÷åíèå

Ïîëó÷åííûå â ðàáîòå ðåçóëüòàòû î ðàçðåøèìîñòè íåëèíåéíûõ îáðàò-

íûõ êîý��èöèåíòíûõ çàäà÷ ÿâëÿþòñÿ íîâûìè. Ê íèì åñòü íåñêîëüêî çà-

ìå÷àíèé.

1. Âìåñòî óðàâíåíèé (1) ìîäåëüíîãî âèäà ìîæíî ðàññìàòðèâàòü óðàâ-

íåíèÿ ñî âñåìè ìëàäøèìè ÷ëåíàìè - èìåííî, óðàâíåíèÿ

ut − ϕ(t)uxxx + a(x, t)uxx + b(x, t)ux + q(t)c(x, t)u = f(x, t).

Äëÿ òàêèõ óðàâíåíèé íåòðóäíî ïîëó÷èòü ðåçóëüòàòû î ðàçðåøèìîñòè

îáðàòíûõ çàäà÷, àíàëîãè÷íûõ çàäà÷àì 1�4, íî ñîîòâåòñòâóþùèå óñëîâèÿ

áóäóò çíà÷èòåëüíî áîëåå ãðîìîçäêèìè.

2. Îáðàòíûå çàäà÷è òèïà çàäà÷ 1�4 íåòðóäíî èçó÷èòü è äëÿ äè��åðåí-

öèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ êðàòíûìè õàðàêòåðèñòèêàìè ïðîèçâîëüíîãî íå÷åò-

íîãî ïîðÿäêà - èìåííî, äëÿ óðàâíåíèé

ut − ϕ(t)
∂2m+1u

∂x2m+1
+ q(t)u = f(x, t)
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(m ≥ 1 - öåëîå ÷èñëî). Óòî÷íèì, ÷òî ïîñòàíîâêó êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ ýòîãî

óðàâíåíèÿ ìîæíî íàéòè, íàïðèìåð, â ñòàòüå [9℄.

3. Äëÿ óðàâíåíèé (1), à òàêæå äëÿ áîëåå îáùèõ óðàâíåíèé, óêàçàííûõ

â çàìå÷àíèÿõ 1 è 2, íåòðóäíî èçó÷èòü ðàçðåøèìîñòü îáðàòíûõ êîý��èöè-

åíòíûõ çàäà÷ îïðåäåëåíèÿ êîý�èöèåíòà q(t) ïðè çàäàíèè êîìáèíèðîâàí-

íîãî óñëîâèÿ ïåðåîïðåäåëåíèÿ - èìåííî, óñëîâèÿ âèäà

α

∫

Ω

N(x)u(x, t)dx+ βu(x0, t) = µ(t),

â êîòîðîì α2 + β2 > 0. Òåõíèêà äîêàçàòåëüñòâà òåîðåì ñóùåñòâîâàíèÿ

îñòà¼òñÿ ïîëíîñòüþ àíàëîãè÷íîé ðàññìîòðåííûì âûøå ñèòóàöèÿì.

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû

1. Êîæàíîâ À.È., Àøóðîâà �.�.Äè��åðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ñ êðàò-

íûìè õàðàêòåðèñòèêàìè: âûðîæäåíèå è íåèçâåñòíîå âíåøíåå âîç-

äåéñòâèå//×åëÿáèíñêèé �èçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèé æóðíàë. 2024, 9:4,

585�595

2. Ñîáîëåâ Ñ.Ë. Íåêîòîðûå ïðèìåíåíèÿ �óíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà â ìà-

òåìàòè÷åñêîé �èçèêå // Íàóêà. Ì., 1988.

3. Ëàäûæåíñêàÿ Î.À., Óðàëüöåâà Í.Í.Ëèíåéíûå è êâàçèëèíåéíûå óðàâ-

íåíèÿ ýëëèïòè÷åñêîãî òèïà // Íàóêà. Ì., 1973.

4. Triebel H. Interpolation Theory. Fun
tion Spa
es, Di�erential Operators

// VEB Deuts
her Verlag der Wissens
haften. Berlin, 1978.

5. Òðåíîãèí Â.À. Ôóíêöèîíàëüíûé àíàëèç // Íàóêà. Ì., 1980.

6. Ëàäûæåíñêàÿ Î.À., Ñîëîííèêîâ Â.À., Óðàëüöåâà Í.Í. Ëèíåéíûå è

êâàçèëèíåéíûå óðàâíåíèÿ ïàðàáîëè÷åñêîãî òèïà // Íàóêà. Ì., 1967.

7. Íàõóøåâ À.Ì. Íàãðóæåííûå óðàâíåíèÿ è èõ ïðèìåíåíèÿ // Íàóêà.

Ì., 2012.

8. Äæåíàëèåâ Ì.Ò. Ê òåîðèè ëèíåéíûõ êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ íàãðóæåí-

íûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé // Èíñòèòóò òåîðåòè÷åñêîé è

ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè. Àëìàòû, 1995.

9. Êîæàíîâ À.È., Ëóêèíà �.À. Âûðîæäåíèå â äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâ-

íåíèÿõ ñ êðàòíûìè õàðàêòåðèñòèêàìè // Ìàòåìàòè÷åñêèå çàìåòêè

ÑÂÔÓ. 2021, ò. 28, No. 3, 19�30.

ISSN 1560-750X (Print) ISSN 3033-8271 (Online)

Ìàòåìàòè÷åñêèå òðóäû, 2026, Òîì 29, � 2, C. 5-21

Mat. Trudy, 2026, V. 29, N. 2, P. 5-21



20 Êîý��èöèåíòíûå îáðàòíûå çàäà÷è

Referen
es

1. Kozhanov,A.I., Ashurova G.R. Di�erentsyal'nye Uravneniya s Kratnymi

Kharakteristikami: Vyrozhdenie i Neizvestnoe Vneshnee Vozdeystvie

//Chelyabinskiy Fiziko-Matemati
heskiy Zhurnal. 2024, 9:4, 585�595.

2. Sobolev S.L. Some Appli
ations of Fun
tional Analysis in Mathemati
al

Physi
s // Providen
e: Amer. Math. So
., 1991.

3. Ladyzhenskaya O.A., Uraltseva N.N. Linear and Quasilinear Ellipti


Equations // A
ademi
. New York, London, 1968.

4. Triebel H. Interpolation Theory. Fun
tion Spa
es, Di�erential Operators

// VEB Deuts
her Verlag der Wissens
haften. Berlin, 1978.

5. Trenogin V.A. Fun
tional Analysis (in Russian)// Nauka. Mos
ow, 1980.

6. Ladyzhenskaya O.A., Solonnikov V.A., Uraltseva N.N. Linear and

Quasilinear Equations of Paraboli
 Type // Providen
e: Amer. Math.

So
., 1968.

7. Nakhushev A.M. Nagruzhennye Uravneniya i ih Primeneniya (in Russian)

// Nauka. Mos
ow, 2012.

8. Dzhenaliev M.T. K Teorii Lineinykh Kraevykh Zada
h dlya

Nagruzhennykh Di�eretsyal'nykh Uravneniy (in Russian) // Institut

Teoreti
heskoy i Prikladnoy Matematiki. Almaty, 1995.

9. Kozhanov A.I., Lukina G.A. Vyrozhdeniye v Di�erentsyal'nykh

Uravneniyakh s Kratnymi Kharakteristikami // Matem. Zametki SVFU.

2021, T. 28, No. 3, 19�30.

Èí�îðìàöèÿ îá àâòîðàõ

�óçåë �àøèòõóæàêûçû Àøóðîâà, PhD

S
opus Author ID 57428015200

Àëåêñàíäð Èâàíîâè÷ Êîæàíîâ, äîêòîð �èçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ

íàóê, ïðî�åññîð

SPIN 9132-3234 AuthorID: 2099

S
opus Author ID 55892833300

Author Information

Guzel R. Ashurova, PhD

S
opus Author ID 57428015200

ISSN 1560-750X (Print) ISSN 3033-8271 (Online)

Ìàòåìàòè÷åñêèå òðóäû, 2026, Òîì 29, � 2, C. 5-21

Mat. Trudy, 2026, V. 29, N. 2, P. 5-21



Àøóðîâà �. �., Êîæàíîâ À.È. 21

Alexander I. Kozhanov, Do
tor of Mathemati
s, Professor

SPIN 9132-3234 AuthorID: 2099

S
opus Author ID 55892833300

Ñòàòüÿ ïîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 13.03.2026;

îäîáðåíà ïîñëå ðåöåíçèðîâàíèÿ 01.05.2026; ïðèíÿòà ê ïóáëèêàöèè

06.05.2026

The arti
le was submitted 13.03.2026;

approved after reviewing 01.05.2026; a

epted for publi
ation 06.05.2026

ISSN 1560-750X (Print) ISSN 3033-8271 (Online)

Ìàòåìàòè÷åñêèå òðóäû, 2026, Òîì 29, � 2, C. 5-21

Mat. Trudy, 2026, V. 29, N. 2, P. 5-21


